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3 ème  Année                         Nombres Complexes                prof:Tamsaout  
) يساوي  ∆′تحقق من أن المميز المختصر        )2

23 j  

):  حل المعادلة . ب )1E  

) أآتب حلي المعادلة .ج )1Eلى الشكل المثلثي وعلى الشكل عiλ و  

   ijλ   حيث :( )λ ∈\  
) أنشر . أ.2 )P z.  

 :  استنتج حلول المعادلة.    ب
( ) ( )3: ; 8 0E z z i∈ + =^  

) هي حلول المعادلة c وb و a لتكن .3 )E بحيث :  

( )Re 0a )    و    = )Re 0b )  و     > )Re 0c >  

2:   تحقق من أن .  أ   0a b j c j+ + =  
  في المستوى المنسوب الى معلم متعامد ممنظم ومباشر.  ب
    ( ), ,O u v

G G
  التي ألحاقها C و B و A ؛ نعتبر على التوالي النقط 

   .c وb و a: على التوالي هي       
  .  مثلث متساوي الأضلاع ABC      بين أن 

  :              نضع     :4التمرين  

{ } 2: ( ) z iz i P z
z i

−
∀ ∈ − =

−
^  

)       و  ) 2/ ,z x i y x y= + ∈ \  

)حدد .  أ.  1 )Re ( )P z يدلالة x و  y ,   حيث:  

      ( )Re ( )P zهو الجزء الحقيقي للعدد العقدي  ( )P z.  
   منسوب الى معلم متعامد ممنظم  مباشر ℘المستوى العقدي .     ب
       ( ), ,O u v

G G
)حدد  .    )Γ مجموعة النقط ( )M z التي ℘ من   

):                                         تحقق  )R e ( ) 0P z =.   
  : بين أن .  أ. 2

 [ ] 2( ) (2 ) 0P z z z i z i⎡ ⎤= ⇔ − + + =⎣ ⎦   { };z i∀ ∈ −^  

;2: حل المعادلة .     ب (2 ) 0z z i z i∈ − + + =^  

,0ليكن.      ج
2
πθ ⎤ ⎡∈⎥ ⎢⎦ ⎣

: أآتب على الشكل المثلثي آلا من العددين  . 

                      1 c o s ( ) s i n ( )iθ θ+ +  
1   و                 c o s ( ) s i n ( )iθ θ− +  

  :  تنتج الشكل المثلثي لكل من العددين اس.       د
2 3

2
i+ 2    و    + 3

2
i− +  

)   لتكن  : 5التمرين  ) 2n n
S

≥
  : المتتالية العددية حيث

1

0
s in

n

n
k

kS
n
π−

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

  MoivredeFormule   صيغة موافر: بين بالترجع . 1
                                               ; ;nθ∀ ∈ ∀ ∈\ `  

( )cos sin cos( ) sin ( )ni n i nθ θ θ θ+ = +  

2: نضع ) 2 : cos sinnn Z i
n n
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞∀ ≥ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

   :1التمرين
I نعتبر المعادلة  :  

( ) ( ) ( )3 2: ; 4 1 16 1 64 0E z z i z i z i∈ − − + − + =^ 

) حل للمعادلة −4iتحقق من أن العدد . 1  )E.   

)حل المعادلة . 2  )E.   

1:  بحيثkzنعتبر العدد. 3  3 1 3
4 4 4 4

k k

kz i i
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  [∋k  و

1:    أثيت أن sin
2 3k k

i kz π
−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2001:  ثم  استنتج أن  0z =.   

IIالمستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( )1 2, ,O e e
JG JJG

 .   

  :  بحيث Bz  صورة العدد B والنقطةAz صورة العددA        لتكن

2 2 3Az i= 2   و  + 2 3Bz i= −  

3:  بحيث Cz صورة العددCأنشئ النقطة. 1 
2C A Bz z z= +.  

Bحدد عمدة للعدد . 2  C

A C

z z
z z
−
−

  .ABC واستنتج طبيعة المثلث

)          نضع  :  2التمرين  )* 4:z P z z
z

∀ ∈ = +^  

):                    المعادلة  ^حل في . 1 ) ( ): 2E P z = −.   

)  لحلي المعادلة 2z و1zنرمز ب . 2 )E.   
  . على الشكل المثلثي 2z و1zأآتب .     أ
2001:                           بين أن .    ب 2001 2002

1 2 2z z+ =.   

)المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم . 3 )1 2, ,O e e
JG JJG

   .   

)لتكن النقط .   أ )A αو ( )1 3B − ) و + )1 3C i− −  

    لكي يكون المثلثαحدد قيمة .  عدد حقيقي موجب α    حيث 
   ABCالأضلاع  متساوي .  
):     بين أن.  ب ) ( ) ( )( )* : 4 0z P z P z z z zz∀ ∈ = ⇔ − − =^  

)استنتج .  ج )Γ مجموعة النقط ( )M zالتي من أجلها يكون ( )P z   
  .       عددا حقيقيا 

) تنتمي الى المجموعةC وB وAتحقق من أن النقط .   د )Γ.   

   : 3التمرين 

A  1:   نضع 3
2 2

j i= − +   esl l’entier de JACOBIj   

     )    j 3:   هو جذر من الرتبة  الثالثة  للوحدة 1j =(    
2j: تحقق من أن .   1  j= 21 و أن 0j j+ + =.   
   .2ij و 2iأآتب على الشكل المثلثي العددين العقديين .   2 

B نعتبر  P و Q  المعرفين   آما يلي ^ نحو ^ التطبيقين من : 

( )( ) 2 ( )P z z i j Q z= 2  و − 2( ) 2 4Q z z ij z j= + −  

)       :   نعتبر المعادلة . أ.1 ) ( )( )1 : ; 0E z Q z∈ =^   
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  . ر من الرتبة الخامسة للوحدةوالجذ        :8التمرين  
   .    المنتظم إنشاء المخمس                                     

                                ( )Pentagone régulier−.  

0ليكن                          
2 2cos sin
5 5

z iπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

4:          نضع . 1
0 0z zα = 2      و     + 3

0 0z zβ = +  
2:          بين أن .      أ 3 4

0 0 0 01 0z z z z+ + + + =   
  :   هما حلا المعادلة β  و α        واستنتج أن

( ) 2* : 1 0X X+ − =  

2cos  بدلالة αأوجد.     ب
5
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

)حل المعادلة  .     ج 2cos واستنتج قيمة *(
5
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

 النقط التي ألحاقهاعلى التوالي  4A و 3A و 2A و 1A و 0Aلتكن . 2
2 و 0z و1هي     

0z 3  و
0z 4 و

0zالمنسوب الى معلم   في الستوى   

)متعامد ممنظم ومباشر      ), ,O u v
G G

.   

) نقطة تقاطع المستقيمH  لتكن. أ )1 4A Aو المحور ( ),O u
G

.  

:   بين أن 
2cos
5

OH π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1ذات اللحق , Ω الدائرة التي مرآزها النقطة . ب
2

   من والمارة  ,  −

)تقطع المحور , iذات اللحق ,Bالنقطة       ),O u
G

   M في  نقطتين

   ) النقطة التي أفصولها موجبMنسمي ( Nو      
OM        :    بين أن      α=     و     ON β=   
] منتصف  القطعة  H   و أن              ]OM .  
  .   0A من  نقطة وماراOنشاءا لمخمس منتظم مرآزه إ استنتج .ج 

  : بما يلي \ المعرفة علىP  نعتبرالدالة :9التمرين 

( )
8 81: 1 1

2 8 8
x xx P x i i

i
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∀ ∈ = + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

\ 

  تها ثم  حدد  درج.  دالة حدودية معاملاتها أعداد حقيقية Pبين أن. 1
  .    وأدرس زوجيتها

8 المعادلة ^حل في. أ. 2 1z   .نعطي الحلول على شكلها الجبري  , =
): حل المعادلة .    ب ): 0x P x∈ =\  

 المعرفة ^ الى^ من P  نعتبر الدالة الحدودية  :10التمرين 

):                 بما يلي  ) ( ) ( )nnP z z i i z= − − −  

   .z    مرافق العدد العقدي z    و  `∋n*             حيث 
M وM وAلتكن. 1    على التوالي فيz وz  وi صور الأعداد′

  .     المستوى العقدي 
) حلا للمعادلةzبين أنه إذا آان.    أ ) 0P z AM: فإن= AM ′=  

) حلا للمعادلةzاستنتج أنه إذا آان.   ب ) 0P z    عدد z: فإن=
  .       حقيقي 

)حل المعادلة ) 2 ) 0P z =.   

:      أحسب المجموع 
1

0

n
k
n

k

Z
−

=
2n   لكل   ∑ ≥.   

2: بين أن . 3 12 : 1
1 tan

2
n

n i
Z

n
π

∀ ≥ = +
− ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

12:       استنتج أن . 4 :
t a n

2

nn S

n
π

∀ ≥ =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

lأحسب   ) 5 i m n

n

S
n→ + ∞

.   

في المستوى العقدي المنسوب الى معلم متعامد ممنظم :  6التمرين 
)ومباشر  )1 2, ,O e e

JG JJG
 التي ألحاقها على C وB وA ؛  نعتبر النقط 

1u ؛ ونعتبر c وb وaالتوالي هي 
JG

2u  و 
JJG

  متجهتين غير منعدمتين 

):                    بحيث  )1 1Aff u z=
JG

)    و     )2 2Aff u z=
JJG

  

1u:         بين أن . 1
JG

2u و  
JJG

1 مستقيميتان  2 1 2 0z z z z− = ⇔  

1:            بين أن . 2 2 1 2 1 2 0u u z z z z⊥ ⇔ + =
JG JJG

  

):               بين أن . 3 ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
1. Re
2

u u z z z z z z= = +
JG JJG

  

1ليكن . 4 3
2 2

j i= −    .ω نقطة لحقها Ω  و +

 وزاويته Ω الدوران الذي مرآزه Rليكن .     أ
3
π.   

Mذا آانت النقطة إ      بين أنه    هي صورة  النقطة , ′zالتي لحقها , ′
     M  , التي لحقهاz ,  بالدورانR , ن إف:  

2z j z jω′ = − −  
   مثلث متساوي الأضلاعABC             :          استنتج أن )    ب

             2 0a bj cj+ + 2 أو  = 0a bj cj+ + =⇔  

                   2 2 2 0a b c ab bc ca⇔ + + − − − =  

                ( ) ( ) ( )2 2 2 0a b b c c a⇔ − + − + − =  

   ABCالتي من أجلها يكون المثلث  zالعقدية  حدد الأعداد .  ج
a:    حيث ,       متساوي الأضلاع  i= و b z= و c iz=.  

   مستقيمية C وB وAقط الن:                              بين أن . 5

                             
1 1 1

0a b c

a b c

⇔ =  

   :7التمرين 
:2:   بين أن .  1 1 2 sin( )ix ixx e i x e∀ ∈ − =\  
  :    التالية  المعادلة^حل في . 2

    ( ) 21 n i n aZ e+ n)* و\∋a(   ؛  = ∈`  

:                نضع . 3
1

*

0

: sin
n

n
k

kn P a
n
π−

=

⎛ ⎞∀ ∈ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏`  

1:     أثبت أن 

sin( )
2n n

naP −=  
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  .أآتب الحلين على شكلهما المثلثي .   ب
)المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم. 2 ), ,O u v

G G
.   

  . صورتي حلي المعادلة السابقة B وA     نعتبر 
  . متساوي الأضلاع OAB لكي يكون المثلث α     حدد 

  :نضع  .  ^ من zلكل.  عددا حقيقيا θ ليكن  : 14التمرين 
 ( ) ( ) ( )( ) ( )3 21 3 1 1 3 3 3i i iP z z ie z i e z i eθ θ θ= + + + + + + −  

1 بين أن.1 3 iz ie θ= ):   حل للمعادلة  − ) ( ): ; 0E z P z∈ =^  
  :  بحيث b وa حدد العددين العقديين . أ.2

       ( ) ( )( )23 iP z z ie z az bθ= + +    .^ من z لكل     +

)خرين للمعادلة  الحلين الآ3z و2zليكن  .     ب )E.   
  ) هو الحل التخيلي الصرف 3z  )2z و2z   حدد       

  . على الشكل المثلثي 3z و2z و1zأآتب ) أ) 3

: نضع )    ب
10
πθ     αحدد الشكل الجبري للعدد العقدي . =

5:    حيث                           5 5
1 2 3z z zα = + +  

  :نضع  ؛  zلكل عدد عقدي       :15التمرين 
( ) ( ) ( )3 22 2 2 3 2P z iz i z i z i= + − − + +  

):              بحيث αأوجد العدد الحقيقي . أ. 1 ) 0P iα =   

):                    تحقق أن.    ب ) ( ) ( )P z z i Q zα= −   

):                                 حيث ) ( )( )2
1Q z i z i= + −   

  :   نعتبر المعادلة . 2
    ( ) ( )( )2 2: : 1 0E z z m i m z im m∈ − − + − − =^  

  . بارامتر حقيقي m      حيث 
)بين أن مميز المعادلة .   أ )E هو ( )Q m.   

) للمعادلة′′z و′zحدد الجدرين.  ب )E علما أن:z m′ =   

)نضع . 3 ) ( )2cos sinm iθ θ= ] حيث + ]0,θ π∈,   

)         :       ونعتبر المجموعة   ) ( ) [ ]{ }/ 0,C M z θ π′′= ∈  

)بين أن.   أ )C جزء من إهليلج ينبغي تحديد معادلته ورؤوسه  في   

)     المعلم  ), ,O i j
G G

.   

)أنشئ.   ب )C  في المعلم ( ), ,O i j
G G

.   

: نضع . 4
( ) ( )2 3 tan

cos
m i θ

θ
= ,0   حيث +

2
πθ ⎡ ⎡∈ ⎢ ⎢⎣ ⎣

  

):           ونعتبر المجموعة  ) ( ) / 0,
2

C M z πθ⎧ ⎫⎡ ⎡′ ′= ∈⎨ ⎬⎢ ⎢⎣ ⎣⎩ ⎭
  

)بين أن .   أ )C′جزء من هذلول ( )H ينبغي تحديد معادلته ورأسيه   

)     ومقاربيه في المعلم  ), ,O i j
G G

.   

)أنشئ .  ب )H و ( )C′ في المعلم ( ), ,O i j
G G

.   

   :16التمرين 
  : نضع ^ من المجموعة z لكل

( ) 2 2 3t z z z i= − +  

} التطبيق منf   يكن :11التمرين  }i−^ نحو { }i−^  

):                          المعرف بما يلي  ) izf z
z i

=
−

  

)في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ), ,O u v
G G

  ؛ نعتبر

   .z بلحقهاMونربط آل نقطة  ؛    iت اللحق ذاBالنقطة 
)       :   حدد المجموعتين .1 ) ( ) ( ){ }1 /E M z f z= ∈\   

)      و                            ) ( ) ( ){ }2 /E M z f z i= ∈ \   

} حل في .2 }i−^ المعدلة  :( ) 2 1f z z= − +.   

} ليكن.3 }z i∈ z معيارrنعتبر .^− i− و α قياسا لعمدة z i−.   

) أآتب .  أ )f z i− على الشكل المثلثي .  

) حدد.  ب )C , مجموعة النقط( )M z بحبث   :( ) 2f z i− =  

) حدد .  ج )D , مجموعة النقط( )M zبحبث يكون 
4
π قياسا لعمدة    

    ( )f z i−.   

) بحيث 0z حدد .  د )0 1 2f z i= + .   
   .0z النقطة ذات  اللحقAلتكن      
) تنتمي إلى Aتحقق من أن       )Cو ( )D.  

)  أرسم       )C و ( )D.   

 المنسوب إلى معلم متعامد ℘في المستوى الأقليدي  :12التمرين 

)ممنظم مباشر )1 2, ,O e e
JG JJG

)نعتبر النقطتين ,  )A iو ( )A i′  fوليكن−

}التطبيق من }i−^والمعرف بما يلي^ نحو  :( ) ( )z z i
f z

z i
−

=
+

  

} التطبيق من Fوليكن  }A℘− الذي يربط آل نقطة ℘ نحو 

( )M z بالنقطة ( )M z′ ):        حيث ′ )z f z′ =.   
0zأثبت أنه إذا آان . أ. 1 ′0zو ≠   :  فإن ≠

            z z′=و ( ) ( ) ( )[ ]arg arg 2arg 2z z z i π′ ≡ − + −  

zلاحظ أن                       (   i− و z i+  مترافقان (  
1zبين أنه إذا آان .     ب ) فإن = )f z i= −.   

   .Fحدد مجموعة النقط الصامدة بالتطبيق . أ)  2
)ماهي مجموعة النقط .     ب )M zبحيث تكون ( )f z على  شكل   

       ai مع a ؟\ عنصر من   

):                   أثبت أن .  أ. 3 )2
1zzz i z i

z i

−′ + = −
+

  

:                        وأن    
( )

( )2

i z z
z z z i

z i

− +
′ − = −

+
  

AMاستنتج أن المتجهتين .   ب
JJJJG

A و M′ ′
JJJJJG

  . مستقيميتان 
AM       وأن 

JJJJG
MM و  ′

JJJJJG
  . متعامدتان 

  .F بالتطبيق Mأعط طريقة للإنشاء الهندسي لصورة .   ج
]ينتمي إلى المجال عدد حقيقي α     :13التمرين  [0,2π.   

):  المعادلة ^حل في. أ. 1 )( )2 1 22 .sin 2 0z i zα αα++ − =  
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)ن معادلة المماسبين أ. أ. 4 )Tللمنحنى ( )Γفي النقطة P هي :  

       ( ) ( )3 cos 5 sin 15x yθ θ+ =  

)بين أن المماس.    ب )Tعمودي على المستقيم ( )1 2M M.   

   :18ن التمري
2:                المعادلة  , ^حل في. 1 1 0z z+ + =.   
):   حيث zلكل عدد عقدي. 2 ) ( )cos siniz e iθ θ θ= = +  

π                   مع  θ π− ≤ 2 و ≥
3
πθ 2 و ≠

3
πθ ≠    ؛−

2:                        نضع 

1
1

z
z z

′ =
+ +

.   

): تحقق من أن .     أ )21 1z z z z z+ + = + +.   

   .θ بدلالة ′zأحسب معيار وعمدة .   ب
zنضع .   ج x iy′ =   . عددان حقيقيان y وx حيث +

):                  بين أن  )22 2 1 2x y x+ = −.   
  ديد تنتمي إلى هذلول يتم تح , ′z ذات اللحقMاستنتج أن النقطة.    د

  .       مرآزه ورأسيه ومقاربيه 
  المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   : 19التمرين 

)مباشر ), ,O u v
G G

  :  عددا عقديا غير منعدم شكله الجبري هو a؛ ليكن

a iα β= +.   
)لتكن. 1 )Hمجموعة النقط Mالتي لحقها z يحقق  :  

 ( ) ( )2 22 2z z a a− = −)    .u هو مرافق العدد العقدي u(   

)حدد طبيعة .   أ )H.   

)أنشئ. ب   )H 1:        في الحالةa i= +.   

)لتكن . 2 )Cمجموعة النقط Mالتي لحقها z يحقق :  

( )( ) 4z a z a aa− − =.   

)حدد طبيعة .    أ )C.   

)أنشئ .   ب )C 1:  في الحالةa i= +.   
  :النظمة التالية  , ^نعتبر في المجموعة . 3

   ( )
( ) ( )

( )( )

2 22 2

:
4

z z a a
S

z a z a aa

⎧ − = −⎪
⎨
⎪ − − =⎩

u:        ونضع  z a= −.   

)أن النظمةبين .    أ )S تكافئ النظمة :  

( )
( ) ( )( )23

4
:

2 8 0

uu aa
S

u a u a a

⎧ =⎪′ ⎨
+ − =⎪⎩

  

iaنضع .   ب re θ= 0 حيثr π و < θ π− < ≤.   
)ألحاق نقط تقاطع؛ θ وrبدلالة؛        حدد  )Cو ( )H.   

)استنتج أن تقاطع.   ج )Cو ( )H يتضمن ثلاث نقط هي  رؤوس   
  .لمثلث متساوي الأضلاع        

 متعامد  المنسوب إلى معلم العقديفي الستوى    :20التمرين 
M وM وA وIنعتبر النقط ؛ ممنظم    : التي ألحاقها على التوالي ′

  . عددان عقديان ′zو  z حيث  ′z و  z و 2 و 1 

):               المعادلة التالية ^نعتبر في. 1  ) 3t z i=    ؛−

):  يحقق 1z حليها بحيث 2z  و 1z      وليكن  )1Im 0z <.   
   .2z  و1zحدد .    أ
  .لى الشكل المثلثي  ع2z  و1zأآتب .   ب

1: بحيثnحدد مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعية .   ج

2

n
z
z

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
\  

)المستوى العقدي . 2    منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  مباشر ℘(

    ( ), ,O u v
G G

  ؛

)           : نعتبر المجموعة .   أ ) ( ){ }/E M z t z i= ∈ \.   
   هذلول يتم تحديد مرآزه ورأسيه ومقاربيه في المعلمE     بين أن

     ( ), ,O u v
G G

.   

)لتكن .  ب )C الدائرة التي مرآزها النقطة Ω 2 ذات اللحق
2

    

2وشعاعها     
2

r M وz النقطة ذات اللحقM و =     النقطة ′

)ذات اللحق       )t z .   بين أنه إذا آانتMالدائرة  تنتمي إلى ( )C 

Mفإن       ) تنتمي إلى دائرة ′ )C′مرآزها وشعاعها  يتم تحديد .  

) وE أنشئ . ج )Cو ( )C′ في المعلم ( ), ,O u v
G G

.  

0:  عدداحقيقيا بحيث θ    ليكن  : 17التمرين   2θ π≤ <.   
):                   نضع  ) ( )5cos 3 sinp iθ θ= +.     

)معادلة   ال^نعتبر في  )E التالية :( ) 2: 2 16 0E z pz− + =.      

):       تحقق أن . أ. 1 ) ( )( )22 3cos 5 sin 16p iθ θ− + =.   

) المعادلة^حل في.    ب )E.   

) لحلي المعادلة2z و 1z        نرمز ب )E 1:   بحيث 2z z<.   

)المستوى العقدي. 2    منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  مباشر ℘(

  ( ), ,O u v
G G

   اللتين لحقاهما على التوالي 2M و1M؛  نعتبر النقطتين

    .2z  و1z    هما
] في المجال θبين أنه عندما يتغير العدد.   أ  [0, 2π ,1فإن النقطةM  

)    تتغير على دائرة   )C ينبغي تحديد معادلة لها .  

] منتصف القطعة Pلتكن .  ب ]1 2M M  .  ولتكن( )Γ مجموعة   

] في المجالθيتغير العدد  عندما Pالنقط       [0,2π.   

)      بين أن )Γإهليلج بؤرتاه هما النقطتان Fو F    لحقاهما   اللتين′
   .   −4  و4على التوالي هما      

} منb وa بين أنه لكل عددين عقديين. أ.3   :لدينا  , ^−4{

( )4 4 16
4 4

b a ab
b a
+ +⎛ ⎞= − ⇔ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

  

2:  استنتج أن .    ب 1

2 1

4 4
4 4

z z
z z
+ +

= −
− −

.    

)  :بين أن .    ج ) ( ) [ ]1 1 2 2, , 2M F M F M F M Fπ π′ ′≡ +
JJJJJG JJJJJG JJJJJG JJJJJJG
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):       استنتج أن .   ب )2a b
ab
+

  .    عدد حقيقي موجب 

  .قديين غير منعدمين  عددين ع2z و1zليكن .  3
    نعتبر في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر   
   ( ), ,O u v

G G
   اللتين لحقاهما على  التوالي  هما 2M و1Mالنقطتين , 

    1z2 وz .  وليكنt لحق النقطة G مرجح  النظمة المتزنة   

   1 2
1 2

1 1, ; ,M M
z z

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

1:  نضع  . 

1

za
z

2و   =

2

zb
z

=.   

)     :  بين أن .   أ )
( )

22
1 2

2
1 2 1 2

z za bt
z z ab z z

+
= ×

+
.   

0a: نفترض أن   . ب b+ ≠.   
)       بين أن المستقيم  )OGالموجهة   هو حامل منصف الزاوية    

      ( )1 2,OM OM
JJJJG JJJJJG

  

 تين لحقاهماعلى التوالي هما  اللB وAنعتبر النقطتين  : تطبيق .4
                   2 i+2  و 11i−   حدد معادلة  ديكارتية  لحامل  .  +

)                     منصف الزاوية الموجهة  ),OA OB
JJJG JJJG

.   

   امد ممنظم  المستوى العقدي منسوب إلى معلم متع : 23التمرين 
)مباشر                             )1 2, ,O e e

JG JJG
 .   

)نضع ؛ ^ منzلكل ) 2 2 1f z z jz= − 1 حيث − 3
2 2

j = − +  

)  :  المعادلة^ حل في .1 ) 0f z =.   

)     :  ليكن التطبيق .2 ) ( )( )
:F

M z M f z
℘ → ℘

′6
   

)   ولتكن )Cالدائرة التي مرآزها ( )A jوشعاعها rو ( )D المستقيم

) ومعامله الموجهAالذي يمر من    )tan θ حيث  
2 2
π πθ− < <.   

)        : تحقق من أن .  أ ) ( )2:z f z j z j∀ ∈ − = −^  

) حدد طبيعة صورة آل من المجموعتين. ب )Cو ( )Dبالتطبيق F.  

   المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم : 24التمرين 
)و مباشر                             )1 2, ,O e e

JG JJG
.   

  : بما يلي ^* المعرف على المجموعةϕ نعتبر التطبيق.1

( )* 1 1:
2

z z z
z

ϕ ⎛ ⎞∀ ∈ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

^  

): المعادلة   ^ حل في . أ   )z iϕ =.   

iz نضع .  ب re θ= 0:  حيثr 0 و< 2θ π≤ <.   
   عن الجزء الحقيقي وعن الجزء التخيلي  ؛ θ وrبدلالة؛  عبر      
)  للعدد العقدي       )zϕ.   

) الذي يربط آل نقطة℘ نحو ℘* من f نعتبر التطبيق.2 )M z    

( )0z ) بالنقطة≠ )( )M zϕ′. لتكن( )rCالدائرة التي مرآزها O   
   .rوشعاعها    
  

)بين أن المخروطي. 1 )H 2 ؛ ذا المعادلة 2 2 0x y x− −    ؛=
  .    هذلول محددا رأسيه ومقاربيه 

z: بوضع . 2 x iy= z و+ x iy′ ′ ′=    ′y  و ′x وy وx حيث +
  ي  الجزء الحقيق′y  و′x وy وx    أعداد حقيقية ؛  أوجد بدلالة 

):                  للعدد  ) ( )2 21 1 1z z′ − + − −.   

): نفترض أن . 3 ) ( )2 21 1 1z z′ − + −   :  بحيث =

{ }0,1, 2z∉       و         { }0,1, 2z′∉.   

)بين أنه إذاآان.   أ )M H∈فإن M    تنتمي إلى اتحاد  مستقيمين ′
  .     يجب تحديد معادلة ديكارتية لكل منهما 

2IM:                          بين أن .  ب OM MA′ = ×  

):                          و أن  ) ( )[ ], , 2OM IM IM MA π′ ′≡
JJJJG JJJJG JJJJG JJJG

  

  :  بين أن .   ج

( ) ( )2 2 22 2 3MA MO IM zz z z z z z z⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′+ + = − + + − + +⎣ ⎦ 

MA :                     بين أن.    د MO M A M O′ ′+ = +.   
} منaf  نعتبر التطبيق : 21التمرين  }a−^نحو { }a−^   

):    المعرف بما يلي  )a
azf z

z a
=

−
   .^∋a*   حيث 

): بين أن . 1 ) ( ) ( )2 2Re Reaf z i z a a z∈ ⇔ =\  

}ليكن . 2 }z a∈ −^.    

r:      نضع  z a= )    و   − ) [ ]arg 2z a θ π− ≡.    

)     أحسب  )af z a− بدلالة r و  a؛   

)     وأحسب  )( )arg af z a− بدلالة  θ و  ( )arg a.   

1a:نضع في ما يلي . 3 i= − ) ونعتبر في المستوى+    المنسوب ℘(

)    إلى معلم متعامد ممنظم مباشر ), ,O u v
G G

,  

):                    المجموعات  ) ( ) ( ){ }/ 2aC M z f z a= − =  

)                                    و     ) ( ) ( ){ }/ aE M z f z i= ∈ \  

)                و ) ( ) ( )( ) [ ]3/ arg 2
4aD M z f z a π π⎧ ⎫= − ≡⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

)حدد آلا من.    أ )Eو ( )C وبين أن ( )D  نصف مستقيم طرفه   

    ( )A aمحروم من ( )A a محددا معادلة ديكارتية له .  

} عنصرا من0zليكن .    ب }z a∈    0z ذات  اللحقB والنقطة^−

)        بحيث  ) ( )B D C∈ ∩.   

)       أآتب  )0f z 0 على الشكل الجبري ثم استنتجz.   

)أنشئ المجموعات .    ج )C و ( )E و ( )D.   

} لتكن    :  22التمرين  }/ 1U z z= ∈ =^  

): بين أن . 1 )1 Re 1z− ≤ )   و  ≥ ): 1 Im 1z z∀ ∈ − ≤ ≤^     

)ليكن . 2 ) 2,a b U∈.   

):              بين أن .   أ )2

2
a b

ab ab
ab
+

= + +.   
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6أحسب .      ب
1z  6   و

2z  6   و
3z  6   و

4z.   

)أحسب . أ.  3 )33 i−  و    ( )28i−.  

  :  حدد على الشكل الجبري حلول المعادلة .    ب
6: 64 0z z∈ + =^  

  : ؛ نضع -1 مخالف للعدد z   لكل عدد عقدي :27التمرين 

( )
( )2

1
1

izf z
z

−
=

+
  

):  بحيث yحدد العدد الحقيقي. أ. 1 )f iy iy=.    

):             المعادلة ^ حل في.   ب ) ( ):E f z z=.   

)  لحلول المعادلة2z و 1z و 0z      نرمز ب  )E حيث  :  

( )0 0e zℜ )     و    = ) ( )1 2e z e zℜ >ℜ.   

: تحقق أن . أ. 2
11

6
1 1

i
z e

π

+    و   =
7
6

2 1
i

z e
π

+ =.   
   .2z و 1zاستنتج الكتابة المثلثية لكل من العددين.   ب

izفي هذا السؤال نفترض أن . 3 e α= 0 حيث α π≤ <.   
): بين أن .      أ ) ( )f z izf z=.   

):  إذا علمت أن αحدد.    ب ) ( ) 0f z f z+ =.   

)أآتب.   ج )f z على الشكل( ) if z re ϕ=حيث :    

      ( ) *,r ϕ +∈ ×\ \.   

:            إذا علمت أن zحدد. 4
( )( )

1
1
2

z

e f z

⎧ =
⎪
⎨
ℜ =⎪⎩

.   

 في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  : 28التمرين 

( ), ,O i j
G JG

)؛ نعتبر المنحنى  )mC الذي معادلته هي :  

{ }
2 2

1 ; \ 2,10
10 2

x y m
m m
+ = ∈

− −
\  

I .1 .ناقش حسب قيمm؛ طبيعة المنحنى ( )mC.   

)إذا آان. 2    )mCمخروطيا ؛ أعط عناصره المميزة .  
  )المرآز ؛ البؤرتان ؛ المقاربان إن وجدا          ( 

)أرسم . 3    )1C.   
II . المعادلة ذات المجهول^العقديةنعتبر في مجموعة الأعداد z:   

( ) ( )2 2: 6cos( ) 1 8cos ( ) 0E z zα α− + + =  

0:                             حيث 
2
πα< <.   

) المعادلة ^حل في. 1 )E.   

) حلي المعادلة2z و1zتكن   ل )E ( )( )1 0m zℑ   2M و1Mو<
  . على التوالي 2z و1z   النقطتين ذات اللحقين

): تحقق أن . أ. 2 )1 1M C∈.   

) من2P و1Pبين أنه توجد نقطتان.    ب )1C    حيث يكون فيهما  

)       المماس للمنحنى )1Cلمستقيم مولزيا ل( )1OM.   

2:        تحقق أن .     ج 2 2 2
1 1 2 2OM OP OM OP+ = +.  

): بين أن . أ    ) ( ) [ ]( )0, 2 / i
rM z C z re θθ π∈ ⇔ ∃ ∈ =  

)بين أن صورة الدائرة.  ب )rCبالتطبيق f توجد ضمن  مخروطي   

    ( )rE ثم استنتج أن,  يجب تحديد معادلة مختصرة له( )rE إهليلج   

)     بؤرتاه  )1Fو ( )1F ′ −.   

)لتكن. 3 )M zنقطة من ( )rEو ( )M z′    ℘ نقطة من  المستوى ′

2:      بحيث  2 1z z′ + =.   
2OM:                         بين أن.   أ MF MF′ ′= ×  

):لا حظ أن                             (   )( )2 1 1z z z′ = − +(     

):     استنتج أن .   ب ) ( ) ( ) [ ]2arg arg 1 arg 1 2z z z π π′ ≡ − + − − +.   

]استنتج أن نصف المستقيم.    ج )OM   عمودي على منصف الزاوية ′

)       الموجهة  ),MF MF ′
JJJG JJJJG

.   

): بين أن .     د ) ( )2 22 2 1MF MF z z′ ′+ = + +  

)        ثم استنتج أن النقطة )M z′ ) تنتمي إلى الإهليلج ′ )rE.  

2:      المجموع r         أحسب بدلالة 2z z ′+.   

   : 25التمرين 
)حل المعادلة .  أ. 1 )2: 1 2 0z z i z i∈ + + + =^  

):   حيث P        نعتبر التطبيق ) 3 2 2P z z i= + −  

)       أحسب )1P i+واستنتج تعميلا ل ( )P z ثم أعط؛ على شكلهما  

)       الجبري ؛ حلي المعادلة        ): 0z P z∈ =^.    
2أعط على شكل مثلثي الجذور المكعبة للعدد العقدي .   ب 2 i− +  

cosاستنتج مما سبق .    ج
12
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

sin      و    
12
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

)أثبت أنه توجد ثلاث متتاليات هندسية.  أ. 2 )n n
u

    للأعداد العقدية `∋
3u        بحيث  i= 6 و− 2 2u i=  و الحد   qأحسب الأساس   ( +

  ) لكل متتالية من المتتاليات المحصل عليها 0uالأول        
) لتكن.   ب )n n

z
  : المتتالية العقدية المعرفة بما يلي`∋

( )

( )
0

1

1 1
4

1 ;n n

z i

z i z n+

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = + ∈⎩ `

  

   .n بدلالة nzأحسب  
  .  على شكل مثلثي nzأآتب  
  . حقيقيا nz لكي يكونnحدد قيم العدد الصحيح 

   :26التمرين 
) أحسب.أ.  1 )2

3 3i+.   

   : المعادلة ^ حل في .   ب

( ) ( )2 2 1 3 8 1 3 0Z i Z i+ − − + =  

  : لحلول المعادلة4z و3z و2z و1zنرمز بالأعداد .2

( ) ( ) ( )4 2: , 2 1 3 8 1 3 0E z C z i z i∈ + − − + = 

)أآتب على الشكل الجبري حلول المعادلة .   أ )E.  
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